
丛书序言

２００２年８月,我国数学界在北京成功地举办

了第２４届国际数学家大会．这是第一次在一个

发展中国家举办的这样的大会．为了迎接大会的

召开,北京数学会举办了多场科普性的学术报告

会,希望让更多的人了解数学的价值与意义．现

在由科学出版社出版的这套小丛书就是由当时

的一部分报告补充、改写而成．
数学是一门基础科学．它是描述大自然与社

会规律的语言,是科学与技术的基础,也是推动

科学技术发展的重要力量．遗憾的是,人们往往

只看到技术发展的种种现象,并享受由此带来的

各种成果,而忽略了其背后支撑这些发展与成果

的基础科学．美国前总统的一位科学顾问说过:
“很少有人认识到,当前被如此广泛称颂的高科

技,本质上是数学技术”．
在我国,在不少人的心目中,数学是研究古

老难题的学科,数学只是为了应试才要学的一门

学科．造成这种错误印象的原因很多．除了数学

本身比较抽象,不易为公众所了解之外,还有学



校教学中不适当的方式与要求、媒体不恰当的报

道等等．但是,从我们数学家自身来检查,工作也

有欠缺,没有到位．向社会公众广泛传播与正确

解释数学的价值,使社会公众对数学有更多的了

解,是我们义不容辞的责任．因为数学的文化生

命的位置,不是积累在库藏的书架上,而应是闪

烁在人们的心灵里．
２０世纪下半叶以来,数学科学像其他科学技

术一样迅速发展．数学本身的发展以及它在其他

科学技术的应用,可谓日新月异,精彩纷呈．然而

许多鲜活的题材来不及写成教材,或者挤不进短

缺的课时．在这种情况下,以讲座和小册子的形

式,面向中学生与大学生,用通俗浅显的语言,介

绍当代数学中七彩的话题,无疑将会使青年受

益．这就是我们这套丛书的初衷．
这套丛书还会继续出版新书,我们诚恳地邀

请数学家同行们参与,欢迎有合适题材的同志踊

跃投稿．这不单是传播数学知识,也是和年青人

分享自己的体会和激动．当然,我们的水平有限,
未必能完全达到预期的目标．丛书中的不当之

处,也欢迎大家批评指正．

姜伯驹

２００７年３月
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序　　言

这本书是写给大学生的一本数学通俗读物．
其目的是以函数的迭代为模型,向读者介绍什么

是浑沌和分形,以及研究它们的意义．具有微积

分基本知识的读者均可读懂它的主要内容．
在２０世纪６０年代,Lorenz在研究大气流动

时发现了奇异吸引子的现象．它告诉人们在一个

确定性的系统中可能存在着某种不可预测的行

为,后来人们把这类混乱和无序的现象称为浑沌

(chaos)．分形(fractal)是指一类复杂而不规则的

图形,其 Hausdorff维数大于其拓扑维数．随着

非线性科学的兴起,近几十年来浑沌与分形广泛

地出现在许多领域,如天体力学、宇宙学、热力

学、生命科学、流体力学、材料科学及各种应用科

学．浑沌与分形这两个词汇成为种种非线性科学

中的一种语言,并成为理解非线性过程中复杂现

象的一条途径．然而,对于大多数非数学专业的

工作者而言,人们对于这两个时髦的名词充满着

好奇、迷惑和某种神秘感．通过一个简单的数学

　



模型,来解释浑沌与分形的确切含义以及它们是

怎样形成的,就是本书写作的初衷．　　
如果抛开具体的物理现象不谈,单从数学上

看,浑沌与分形的产生并不是一种很特别的事:

一个简单的二次式的迭代就可能导致浑沌与分

形．早在１９２０年前后,数学家Fatou与Julia就系

统地研究了复的多项式或有理函数的迭代．他们

彼此独立地对这种复迭代在其不稳定集合(后来

人们称之为Julia集)上的行为作了完整深刻的

刻画．根据他们的研究结果,复迭代在其Julia集

合上的复杂行为实际上就是当今被广泛谈论的

浑沌．在他们的研究工作的６０年之后,Julia集被

人们用电子计算机画成了图形．这些Julia集的

图形出人意外的复杂和多样,并且十分美丽．绝

大多数Julia集的图形都是分形,现在成了分形

理论中的“经典”例子．这样,在２０世纪８０年代

初,在 D．Sullivan等人工作的影响下,关于复迭

代的研究一下子又热乎起来,吸引了不少数学家

进一步研究,并取得了重要进展．
这本小册子共分４章．第１章讨论关于一般

映射的迭代,介绍什么是浑沌,通过若干简单实

例介绍非线性迭代怎样导致浑沌．第２章介绍

Fatou与Julia关于复迭代的基本结果及Sullivan
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的定理．第３章阐述分形的定义和 Hausdorff维

数的计算．第４章讨论与二次迭代有深刻联系的

Mandelbrot集合,介绍 Douady与 Hubbard的研

究结果和尚未解决的问题．
作者过去曾以同样的题目多次向大学生作

过通俗的演讲．本书是在讲稿的基础上补充而

成．我们的重点依旧是放在对基本概念与重要结

论的阐述上．与教材和专著不同,它不追求理论

上的完整和形式的严谨．我们将不得不省略某些

较深的定理的形式证明,以保证本书有较强的可

读性．
每一章后面作者建议了一些练习,其中包括

一些计算机绘图．通过这些练习,读者将会对书

中提到的理论有更具体的理解．

李　忠

２００５年３月于北京大学
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１　
为什么要研究迭代

我们先从一般映射的迭代讲起．映射的迭

代是一个有着广泛应用背景的数学模型,有重

要研究价值．一个非线性函数的迭代可能导致

出人意外的某种复杂的现象,这便是人们所说

的浑沌．本章的主要目的在于解释为什么要研

究迭代,并通过若干实例说明什么是浑沌以及

浑沌在迭代中是怎样形成的．

§１　迭代及其轨道

在中学里我们经常遇到的序列是等差序列

a０,a０＋d,a０＋２d, (１１)



和等比序列

a０,a０q,a０q２,． (１２)

这两个序列的共同之处则是,自第２项开始,每

一项都是对其前一项作同一种运算(或加d,或

乘以q)而得来．这种不断重复同一种运算的算

法就是迭代．
在大学微积分学中,我们遇到过牛顿求根

序列:

xn＋１ ＝xn－P(xn)/P′(xn) (１３)

n＝０,１,,

其中P(xn)是一个多项式．在一定的条件下,由

(１３)确定的序列{xn}的极限就是多项式P(x)

的根．例如,当P(x)是二次式x２－２时,迭代关

系式就是

xn＋１ ＝xn－x２
n－２
２xn

　n＝０,１,,

也即

xn＋１ ＝ １
２xn＋１

xn
　n＝０,１,． (１４)

读者可以自己证明,任意取一个值x０≠０作为

初始值,由(１４)所决定的序列的极限一定是

２,即x２－２＝０的根．
我们现在把上述这些例子一般化．

００２



设f:A→A 是集合A 到自身的一个映射,

其中集合A 可以是某个实数集合或复数集合．
这个映射的一个特点是它将集合A 映入自身．
这样,我们可以考虑f对自己的复合映射:

p|→f(f(p)),　∀p∈A．
今后我们将这个复合映射记作f２:A→A．这里

请读者留意,这里的f２只是映射的一个记号,

而不是f 的函数值的平方．例如f(x)＝sinx
时,f２(x)＝sin(sinx)．

对于映射f２:A→A 又可以复合以f 而得

到一个新映射:p|→f(f２(p)),∀p∈A,并记

之f３: A→A．如此下去,我们便得到一个映射

的序列

f,f２,f３,,fn,,

其中fn＋１＝f(fn),n＝１,２,．为了方便,我们

将映射f:A→A 记作f１: A→A;并且约定,A
集合 到 自 身 的 恒 同 映 射: p|→p 记 作 f０:

A→A．这样,我们便由给定的映射f: A→A 得

到了一个完整的映射序列

f０,f１,f２,,fn,, (１５)

其中fn＋１＝f(fn),n＝０,１,．这个序列称为

由f生成的迭代序列．
设 fn:A→A|n＝０,１,{ } 是f 生 成 的 一

００３



个 迭 代 序 列．对 于 任 意 一 点x０∈A, 数 列

fn(x０)|n＝０,１,{ }称作x０ 的轨道．很容易看

出,等差序列(１１)就是f(x)＝x＋d 的迭代序

列的a０ 的轨道．类似地,将f(x)换成qx时我们

便得到等比序列(１２)．
取f(x)＝x－P(x)/P′(x)时,它所生成的

迭代序列就是牛顿求根序列．

§２　Logistics方程

为什么要研究迭代呢? 因为它是许多实际

事物的一个数学模型．前面我们已经看到了,牛

顿近似求根法就是一个典型的迭代方法．下面

我们再举一个例子．

１９世纪初在西方曾经流行过 Malthus人口

论．它断言一个地区的人口将以几何级数增长,

而该地区的粮食则以算术级数增长．大家知道,

几何级数的增长速度远远大于算术级数的增长

速度．在这种情况下,有人便依据这种理论认

为,战争与瘟疫是不可避免的．
后来人们有了更长时间的统计资料,证明

人口的演变并非像 Malthus所说按照几何级数
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增长．人口的演变依赖于许多复杂因素,特别是

环境的因素,而 Malthus的模型没有考虑环境

因素．１８４５年荷兰数学家 Verhulst对于 MalＧ

thus的人口模型作了重要修正,并研究了一般

种群数量的模型．他认为在某个特定环境下一

个种群的数量可以用下列迭代方程

xn＋１ ＝axn(b－xn) (１６)

来描述,其中xn 代表该种群在第n 代(或第n
个单位时间)的数量．人们称(１６)为logistics
方程．这个迭代模型已被深入地研究,并有着广

泛的应用,比如用它来研究与预报某个地区中

某类昆虫的数量,或实验室中一个器皿里某类

细菌的数量．这里logistics一词的原意是后勤

供应．为什么把(１６)称作后勤方程呢? 让我们

仔细分析一下这个方程．
迭代方程(１６)告诉我们,由xn 决定xn＋１

时要由两个因子决定,一个是因子axn,另一个

因子是(b－xn)．第一个因子的作用是告诉人们

在忽略其他因素时,种群数量会按照一定比例

增大．而第二个因子则反映了种群的环境,特别

是供应状况,对种群数量的影响．这里的基本假

定是种群环境的供应总量是固定的．比如草原

上的羊群,每年草原提供羊群的草的总量是一

００５



样的．当第n代种群数量xn 比前一代增大时,对

资源消耗就增大,因而不利于群种的繁殖．反映

在迭代方程上,xn 增大,则b－xn 减小,限制了

xn＋１的增长速度．

logistics方程不是一个理论推导的结果,而

是一个根据种种统计资料得来的经验的公式,

而其中的常数a与b 要由所考察的种群的具体

统计数据决定．
现在让我们注意一个重要事实: Malthus

人口论中所说的人口数量与粮食产量的数学模

型是一个线性函数的迭代,而logistics方程却

是一个非线性函数的迭代,其中的生成函数是

f(x)＝ax(b－x)．
线性函数的迭代,其轨道的性质是十分简

单的．而非线性函数的迭代,哪怕迭代函数是一

个二次式,其轨道行为可能会变得十分复杂的．
我们会在以后的章节中看到这一点．

§３　什么是动力系统

一个映射的迭代序列实际上是一种离散的

动力系统．
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现在我们来介绍什么是动力系统．
动力系统是英文 dynamicalsystems的中

文翻译．动力系统的概念最早是由法国著名数

学家Poincaré在研究三体问题时提出来的．
粗略地说,动力系统是指一个这样的系统,

它在任一个时刻的状态都完全决定了此后任意

时刻t时状态．比如日、月、地球三体的相对位

置,如果忽略掉其他星球的影响的话,就形成了

一个动力系统．一般地说,它们现在的状态完全

决定了它们在t时刻后的状态．
现在我们导出动力系统的形式定义．
我们用 Ω 表示一个系统的全部状态的集

合,用F(t,X)表示任意一个状态 X 在t时刻的

状态．那么显然我们有

F(０,X) ＝X,　∀X ∈ Ω． (１７)

现在假定所讨论的系统是动力系统,我们考虑

任意时刻t１,这时初始状态 X 变为X１＝F(t１,

X)．那 么,X１ 在t２ 时 刻 后 就 会 变 为 X２ ＝
F(t２,X１)．根据时间对系统的决定性 的 要 求,

X２ 应该是初始状态X 在t１＋t２ 时刻的状态,也

即F(t２,X１)＝F(t１＋t２,X)．将 X１＝F(t１,X)
代入后即有

F(t２,F(t１,X)) ＝F(t１＋t２,X),　∀X ∈ Ω．
(１８)

００７



这样我们得到了下述动力系统定义．
设 Ω是m 维欧氏空间中的一个集合,又设

T 是一个加法意义下的半群．假定F: T×Ω→

Ω是T×Ω到 Ω的一个连续映射,并且F(t,X)

满足(１７)与(１８),那么F(t,X)就称是一个动

力系统,T 称为系统的时间参数集合．
这 里 时 间 参 数 集 合 T 有 时 取 为 RR＋ ＝

t∈RR|t≥０{ },有时取作ZZ＋ ＝ n|n≥０整数{ }．相

应于ZZ＋ 的动力系统称作离散动力系统．
动力系统的概念有两个典型的例子: 某类

常微分方程的解与函数的迭代．
我们考虑常微分方程组

dx
dt＝f(x,y),

dy
dt＝g(x,y),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１９)

其中f(x,y)及g(x,y)是定义在RR２ 上两个函

数．我们可以对f 及g 附加以适当的条件使得

方程(１９)对于任意给定的(x,y)∈RR２,其初始

值问题①

x(０) ＝x,　y(０) ＝y (１１０)

①　这里我们没有重复写出方程(１９),而直接称初值条件

为初始问题,这只为了简便．下同．

００８



有唯一确定的解x＝x(t),y＝y(t)．这时我们令

X＝(x,y),F(t,X)＝(x(t),y(t))．那么条件

(１１０)表明F(t,X)满足(１７),而初始问题解

的唯一性又保证了F(t,X)满足(１８)的要求．
事实上,若 (x１,y１) 是 初 始 值 问 题 (３４) 的 解

(x(t),y(t))在t＝t１ 时值,而(x２,y２)是该解在

t＝t１＋t２ 时的值,那么(x２,y２)必然是初始值

问题

x(０) ＝x１,　y(０) ＝y１ (１１１)

的解在t２ 时刻的值,如图１１所示．将这一结论

换成F(t,X)的写法就由(１１１)得到(１８)式．

图１．１

设f:A→A 是集合的一个自映射．按照前

面我们约定的记法,这个映射生成了一个迭代

序列 fn|n＝０,１,{ }．令

F(n,p) ＝fn (p)　n＝０,１,,

００９



并把n作为时间参数,立即看出

F(０,p) ＝p,　∀p∈A． (１１２)

对于任意的n１ 及n２,我们有F(n２,F(n１,p))＝

fn１＋n２(p),也即

F(n２,F(n１,p)) ＝F(n１＋n２,p),　∀p∈A．
(１１３)

这里(１１２)与(１１３)式表明这种迭代序列也是

一个动力系统,只是它的时间集合不是一个连

续统,而是离散的．
这样,我们把某类常微分方程的解与映射

的迭代统一在动力系统这一概念之下．
应该指出,并非所有常微分方程的解都可

以形成一个动力系统,我们所讨论的方程(１９)

有一个重要特征,它的右端不依赖时间t．如若

不然,其初始值问题即使总有唯一解,其解也未

必能构成动力系统．
常微分方程的右端不再含有自变量者称作

自治方程．一般说来,自治的常微分方程的解才

有可能构成动力系统．
“自治性”反映在函数迭代上则是要求在迭

代的过程中自始至终总是同一个映射,也就是

说迭代函数不可随时间而更改．
设F(t,X)是一个动力系统,其时间参数集

０１０


